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一类具有不确定性的线性系统的模糊自适应控制
解　元，金朝永
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摘要：针对一类具有不确定性和干扰的线性系统，首先将系统不确定性进行归一化处理，然后利用模糊逻辑系统对

系统不确定性进行逼近估计．同时对模糊逻辑系统的未知参数进行估计合成相应的自适应律，由此提出了一种模
糊自适应控制设计方法．这种模糊自适应控制不仅能够减少自适应律的数目，而且也能够保证被控系统的状态及
参数估计误差一致终极有界．最后的仿真结果表明了该方法的有效性．
关键词：不确定性；模糊逻辑系统；自适应控制；一致终极有界
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　　依据被控系统的线性动态模型进行控制设计是
控制理论中经常采用的方法，可是在许多实际控制

问题中，由于被控系统的某些组成部件具有较强的

未知非线性性（不确定性）、系统运行过程中还存在

环境干扰等，因此线性动态模型并不能精确描述被

控系统的动态行为，在这种情况下，如果仍然使用依

据线性模型得到的控制策略，那么上述不确定性和

干扰就会影响控制效果而导致闭环系统失稳．为了
解决这个问题，使用模糊逻辑系统抽取系统不确定

性的信息而构造非线性控制策略是模糊控制研究领

域的重要研究课题之一．
已有的结果证明了模糊系统能逼近非线性连续

函数到任意指定的精度［１］．针对具有不确定性的系
统，利用模糊系统的这种逼近特性构造模糊控制策

略已经取得了许多理论研究成果［２７］．其中模糊自适
应控制被证明是一种处理不确定性的非常有效的方

法［８１１］．值得注意的是，在这些模糊自适应控制策略

中，自适应律的构造主要依据模糊逻辑系统的输出

参数（基函数线性组合系数），因而自适应律的数目

依赖于模糊规则的数目．由于模糊规则数目会随着
系统状态变量维数的增加而急剧增加，因此相应的

自适应律的数目也会急剧增加，这种情形往往会使

自适应律的在线运算时间增加而导致闭环系统失

稳．因此，如何减少自适应律是一个值得研究的问
题．针对这一问题也取得了相应的的研究成
果［１２１４］，所以，如何给出一种设计自适应控制的方

法，使得自适应律的数目大大减少是值得继续深入

研究的问题。

本文在假设系统中未知非线性函数有界但界函

数未知的情况下，对一类线性不确定系统，设计了一

种模糊自适应控制方案．由于其标称系统是线性的，
可直接利用线性反馈设计其控制器；然后对系统中

的不确定性归一化，设计其模糊自适应控制器，同时

对模糊逻辑系统中的未知参数设计自适应律．此方



案减少了模糊逻辑系统的使用数目，相应地也减少

了自适应律．在这种控制器、自适应律及模糊逻辑系
统的共同作用下，被控系统的状态一致终极有界，参

数估计误差也被控制在有界的范围内．最后以单级
倒立摆为例说明该方案的有效性．

１　系统描述
考虑下面具有不确定性的系统

ｘ＝Ａｘ＋Δｆ（ｘ，ｔ）＋Ｂ（ｕ＋Δｇ（ｘ，ｔ））． （１）
其中，状态向量ｘ∈ＵＲｎ，Ｕ是 Ｒｎ中的紧集；

输入ｕ∈Ｒｒ；Ａ，Ｂ为常数矩阵；Δｆ（ｘ，ｔ）是系统的结
构不确定性或干扰；Δｇ（ｘ，ｔ）是输入通道上的不确
定性或干扰．

假定１　系统（１）中的不确定性满足下列条件：
（１）Δｆ（ｘ，ｔ）≤ζ（ｘ），ｘ∈Ｕ； （２ａ）
（２）Δｇ（ｘ，ｔ）≤η（ｘ），ｘ∈Ｕ． （２ｂ）
其中，ζ（ｘ）、η（ｘ）是未知的非负连续函数；

· 表示欧氏范数．
假定２　系统（１）的标称系统 ｘ＝Ａｘ＋Ｂｕ经状

态反馈ｕ＝Ｋｘ，在ｘ＝０的邻域Ω内渐进稳定．
显然，若假定２成立，则由 Ｌｙａｐｕｎｏｖ判据知，对

任给一个正定矩阵Ｑ，Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程
（Ａ＋ＢＫ）ＴＰ＋Ｐ（Ａ＋ＢＫ）＝－Ｑ （３）

有唯一正定矩阵Ｐ．
对于系统（１）中的不确定性（或干扰），利用一

个模糊逻辑系统来逼近．选用单点模糊化、乘积模糊
推理机、中心解模糊和如下模糊规则：

Ｒｊ：Ｉｆｘ１ｉｓＡ
ｊ
１ａｎｄｘ２ｉｓＡ

ｊ
２ａｎｄ… ａｎｄｘｎｉｓＡ

ｊ
ｎ，

ＴｈｅｎｙｉｓＢｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎ． （４）
构造模糊逻辑系统．输出为

Ｆ（ｘ）＝
∑
Ｎ

ｊ＝１
θｊ∏

ｎ

ｉ＝１
Ａｊｉ（ｘｉ）

∑
Ｎ

ｊ＝１
［∏

ｎ

ｉ＝１
Ａｊｉ（ｘｉ）］

． （５）

其中，Ａｊｉ（ｘｉ）是模糊集 Ａ
ｊ
ｉ的隶属函数，θｊ ＝

ｍａｘ
ｙ∈Ｒ
Ｂｊ（ｙ），（１≤ｊ≤Ｎ），是常数．

令

ｒｊ（ｘ）＝
∏
ｎ

ｉ＝１
Ａｊｉ（ｘｉ）

∑
Ｎ

ｊ＝１
［∏

ｎ

ｉ＝１
Ａｊｉ（ｘｉ）］

， （６）

则（５）式表示为
Ｆ（ｘ）＝θＴＲ（ｘ）， （７）

其中θ＝（θ１，θ２，…，θＮ）
Ｔ，Ｒ（ｘ）＝（ｒ１（ｘ），ｒ２（ｘ），

…，ｒＮ（ｘ））
Ｔ．

定理１　设 ｈ（ｘ）是紧集 Ｕ Ｒｎ上的连续函
数，那么，对ε＞０，存在如式（４）和（５）的模糊逻辑

系统使

Ｓｕｐ
ｘ∈Ｕ

ｈ（ｘ）－Ｆ（ｘ）≤ε． （８）

由定 理 １可 知，对 于 不 确 定 项 ζ（ｘ） ＋
Ｂη（ｘ）．可以得到：对于任意 ε＞０，存在形如
（４）和（５）的模糊逻辑系统使下式成立：

Ｓｕｐ
ｘ∈Ｕ

ζ（ｘ）＋ Ｂη（ｘ）－Ｆ（ｘ）≤ε． （９）

２　控制器和自适应律设计
记珘θ＝θ－θ^，珘ε＝ε－^ε．其中 θ^、^ε分别为 θ、ε的

估计值．
对于系统（１），采用如下控制器：
ｕ＝ｕａ＋ｕｂ， （１０ａ）
ｕａ＝Ｋｘ， （１０ｂ）

ｕｂ＝
－ Ｂ

ＴＰｘ
ｘＴＰＢ

θ^ＴＲ（ｘ），ｘＴＰＢ≠０，

０，ｘＴＰＢ＝０
{

．
（１０ｃ）

　　对未知参数采用如下自适应律：
θ^＝－α^θ＋２Ｐ· ｘＲ（ｘ）， （１１ａ）
ε^＝－β^ε＋２Ｐ· ｘ． （１１ｂ）
其中，Ｋ由假定 ２确定；Ｒ（ｘ）由式（７）确定；

α、β为可调正常数，满足：
１
β
＋
（１＋ Ｂ ２）Ｎ

α
＜ Ｑ
２Ｐ２． （１２）

定理２　考虑系统（１），如果假定１、２成立，则
在模糊逻辑系统式（４）、（５）及非线性控制器式（１０）
和自适应律（１１）的共同作用下，系统（１）的状态 ｘ
有界且估计误差珘θ、珘ε也有界．

证明　考虑正定函数Ｗ＝ｘＴＰｘ＋１２
珘θＴ珘θ＋１２

珘ε２，

则

Ｗ ＝ｘΤＰｘ＋ｘＴＰｘ＋珘θΤ珘θ＋珘εΤ珘ε＝
－ｘΤＱｘ＋［Δｆ＋Ｂｕｂ ＋ＢΔｇ（ｘ，ｔ）］ΤＰｘ＋

ｘＴＰΔｆ＋Ｂｕｂ＋ＢΔｇ（ｘ，ｔ[ ]） －珘θＴθ^－珘ε^ε≤
－ｘＴＱｘ＋２［ζ（ｘ）＋ Ｂｕｂ＋

Ｂη（ｘ）］Ｐ· ｘ－珘θＴθ^－珘ε^ε＝
－ｘＴＱｘ＋２ ζ()ｘ＋ Ｂη()[ ]ｘ Ｐ · ｘ －

２ＢＴＰｘ^θΤＲ（ｘ）－珘θＴθ^－珘ε^ε （１３）
满足（９）的模糊逻辑系统，可得
Ｗ≤－ｘＴＱｘ＋２Ｐ· ｘ·［ζ（ｘ＋

Ｂη（ｘ）－θＴＲ（ｘ）］＋２Ｐ· ｘ·θＴＲ（ｘ）－
２ＢＴＰｘθＴＲ（ｘ）－珘θＴθ－珘εε≤

－ｘＴＱｘ＋２εＰ· ｘ＋２Ｐ· ｘ·θＴＲ（ｘ）－
２ＢＴＰｘθ^ＴＲ（ｘ）－珘θＴθ^－珘ε^ε＝ －ｘＴＱｘ＋２^εＰ·
ｘ ＋２［Ｐ· ｘ－ ＢＴＰｘ］·θ^ｔＲ（ｘ）－珘θｔ［θ＋
α^θ－２Ｐ· ｘ·Ｒ（ｘ）］－珘ε（ε＋ β^ε－２εＰ·
ｘ）＋α珘θＴ^θ＋β珘ε^ε． （１４）
注意到
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θ２＝θｔθ＝（^θ＋珘θ）Ｔ（^θ＋珘θ）＝ θ^２＋２珘θＴ^θ＋
珘θ２， （１５）
ε２＝^ε２＋２珘ε^ε＋珘ε２， （１６）

得

珘θＴ^θ＝１２ θ
２－１２ θ^

２－１２
珘θ２， （１７）

珘ε^ε＝１２ε
２－１２ε^

２－１２
珘ε２． （１８）

则

α珘θＴ^θ＋β珘ε^ε＝ α２ θ２ －α２ θ^２ －α２
珘θ２ ＋

β
２ε

２－β２ε^
２－β２

珘ε２． （１９）

利用柯西－施瓦慈不等式，得
２^εＰ· ｘ＋２［Ｐ· ｘ－ＢＴＰｘ］·θ^ＴＲ（ｘ）＝

２Ｐ· ｘ１

槡β
·槡β·ε^＋２［Ｐ· ｘ － ＢＴＰｘ］·

Ｒ（ｘ）· １

槡α
·槡α·θ^

Ｔ≤

４Ｐ２ ｘ２

β
＋４（Ｐ· ｘ－ ＢＴＰｘ）２ Ｒ（ｘ）２

槡 α
·

α θ^２＋β^ε槡
２， （２０）所以

Ｗ≤－ｘＴＱｘ＋

４Ｐ２ ｘ２

β
＋４（Ｐ· ｘ－ ＢＴＰｘ）２ Ｒ（ｘ）２

槡 α
·

α θ^２＋β^ε槡
２－１２（α θ^

２＋β^ε２）＋α２ θ
２＋β２ε

２－

α
２
珘θ２－β２

珘ε２－珘θｔ（^θ＋α^θ－２Ｐ· ｘＲ（ｘ））－

珘ε（^ε＋β^ε－２Ｐ· ｘ）． （２１）
采用自适应律（１１），记

ｚ＝ α θ^２＋β^ε槡
２，

δ＝ ４Ｐ２ ｘ２

β
＋４（Ｐ· ｘ－ ＢｔＰｘ）２ Ｒ（ｘ）２

槡 α
，

得

Ｗ≤－ｘＴＱｘ＋δｚ－１２ｚ
２＋α２ θ

２＋β２ε
２－

α
２
珘θ２－β２

珘ε２． （２２）

又

δｚ－１２ｚ
２＝－１２（ｚ－δ）

２＋１２δ
２≤１２δ

２， （２３）

所以

Ｗ≤－ｘＴＱｘ－α２
珓θ２－β２

珓ε２＋α２ θ
２＋β２ε

２＋１２δ
２≤

－ｘＴＰｘ·［ＱＰ －２Ｐ·（
１
β
＋（１＋ Ｂ

２）Ｎ
α

）］－

α
２
珘θ２－β２

珓ε２＋α２ θ
２＋β２ε

２≤－! ０ｘ
ＴＰｘ－α２

珘θ２－

β
２
珓ε２＋Ｍ． （２４）

其中，
! ０＝

Ｑ
Ｐ －２Ｐ·（１

β
＋（１＋ Ｂ

２）Ｎ
α

），

Ｍ＝α２ θ
２＋β２ε

２．

取
!

＝ｍｉｎ（
! ０，α，β）则

Ｗ≤－!Ｗ＋Ｍ． （２５）
又知

!

＞０，且Ｍ是常数．即得

ｘｔＰｘ＋１２
珘θ２＋１２

珘ε２≤Ｗ（０）ｅ－!Ｔ＋Ｍ
!

．

所以

ｘ≤ Ｗ（０）
Ｐ ｅ－!ｔ＋ ＭＰ槡 !

—→
ｔ→＋∞ Ｍ

Ｐ槡 !

，（２６ａ）

珘θ≤ ２Ｗ（０）ｅ－!ｔ＋２Ｍ
槡 !

—→
ｔ→＋∞ ２Ｍ
槡!

， （２６ｂ）

珘ε≤ ２Ｗ（０）ｅ－!ｔ＋２Ｍ
槡 !

—→
ｔ→＋∞ ２Ｍ
槡!

． （２６ｃ）

定理２得到证明．

３　仿真算例
单级倒立摆系统如图１所示，单级倒立摆动态

方程如下：

ｘ１＝ｘ２

　ｘ２＝
ｇｓｉｎｘ１－

ｍｌｘ２２ｃｏｓｘ１ｓｉｎｘ１
ｍｃ＋ｍ

ｌ４
３－
ｍｃｏｓ２ｘ１
ｍｃ＋( )ｍ

＋

ｃｏｓｘ１
ｍｃ＋ｍ

ｌ４
３－
ｍｃｏｓ２ｘ１
ｍｃ＋( )ｍ

ｕ＋Δ，

（２７）

图１　单级倒立摆系统
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｓｉｎｇｌｅｉｎｖｅｒｔｅｄｐｅｎｄｕｌｕｍｓｙｓｔｅｍ

其中，ｇ是重力加速度，ｍｃ是小车的质量，ｍ是摆的
质量，ｌ是摆长度的一半，ｕ是施加的外力（控制）．
θ＝ｘ１为摆杆与竖直向上方向的夹角，θ＝ｘ２为摆的
旋转角速度．

令
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ｆ（ｘ）＝
ｇｓｉｎｘ１－

ｍｌｘ２２ｃｏｓｘ１ｓｉｎｘ１
ｍｃ＋ｍ

ｌ４
３－
ｍｃｏｓ２ｘ１
ｍｃ＋( )ｍ

，

ｇ（ｘ）＝

ｃｏｓｘ１
ｍｃ＋ｍ

ｌ４
３－
ｍｃｏｓ２ｘ１
ｍｃ＋( )ｍ

．

将ｆ（ｘ）在（０，０）处泰勒展开，得
ｆ（ｘ）＝ｃｘ１＋Δｆ（ｘ１，ｘ２），

其中，ｃ＝ ｇ

ｌ４３－
ｍ

ｍｃ＋( )ｍ
，Δｆ（ｘ１，ｘ２）是高阶余项．于

是式（２７）可改写为
ｘ＝Ａｘ＋Δｆ（ｘ）＋Ｂ（ｇ（ｘ）ｕ＋Δ）， （２８）

其中，Ａ＝
０ １
ｃ( )０，Ｂ＝()

０
１
．参考文献［１５］，选取以

下４条模糊逻辑系统规则：
如果ｘ１是正且ｘ２是正，则ｙ是负最大值．
如果ｘ１是正且ｘ２是负，则ｙ是零；
如果ｘ１是负且ｘ２是正，则ｙ是零；
如果ｘ１是负且ｘ２是负，则ｙ是正最大值．
模糊集‘正’、‘负’、‘负最大值’、‘零’、‘正最

大值’的隶属函数分别为Ａ１（ｘ）＝
１

１＋ｅ－３０ｘ
，

Ａ２（ｘ）＝
１

１＋ｅ３０ｘ
，Ａ３（ｙ）＝ｅ

－（ｙ＋５）２，Ａ４（ｙ）＝ｅ
－ｙ２，

Ａ５（ｙ）＝ｅ
－（ｙ－５）２．

以下仿真选定ｍｃ＝１ｋｇ，ｍ＝０．１ｋｇ，ｌ＝０．５ｍ，可

得ｃ≈１６．ｋ＝（－３０，－１０），Ｑ＝
２８ ０( )０ １８

，则求解

Ｌｙａｐｕｎｏｖ方程 （３）得 Ｐ＝
２８ １( )１ １

．设 Δ＝

２ｘ１ｓｉｎｘ２
１＋ｅ－ｘ１

，取ｘ（０）＝（１．５，１），珘ε（０）＝－４．仿真结果

如图２～５所示．图２～３是系统（２７）在线性控制器
ｕ＝Ｋｘ下状态响应曲线和参数估计误差响应曲线．
图４～５是系统（２７）在本文设计的控制器（１０）下状
态响应曲线和参数估计误差响应曲线．
　　对比发现：从图４可看出本文所设计的控制器
使得系统（２７）的状态趋于零；从图５可看出在控制
器（１０）下参数估计误差趋于某一常数并稳定，表明
参数估计值有效并具有一定的自适应性；因此，在处

理具有不确定性和干扰的线性系统时，本文所设计

的模糊自适应控制方法比线性反馈所设计的控制方

法较优越．另外，本文只用了４条模糊规则就使倒立
摆（２７）稳定，而文献［１４］用了６条模糊规则，相比
之下，本文减少了模糊逻辑系统的使用数目．

图２　在线性控制器下状态ｘ１与ｘ２的响应曲线
Ｆｉｇ．２　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆｓｔａｔｅｓｘ１ａｎｄｘ２ｕｎｄｅｒｔｈｅ

ｌｉｎｅａｒｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

图３　在线性控制器下参数θ，ε的估计误差响应曲线
Ｆｉｇ．３　Ｅｓｔｉｍａｔｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆθａｎｄεｕｎｄｅｒｔｈｅｌｉｎｅａｒ

ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ

图４　在本文控制器下状态ｘ１与ｘ２的响应曲线
Ｆｉｇ．４　Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆｓｔａｔｅｓｘ１ａｎｄｘ２ｕｎｄｅｒｔｈｅ

ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒｏｆｔｈｉｓｔｈｅｓｉｓ

４　结论
本文基于模糊逻辑系统对一类具有干扰和不确

定性的线性系统，提出一种模糊自适应控制方法．该
系统的特点：（１）标称系统是线性的，所以对于非线
性的标称系统，只需进行线性化即可；（２）系统的干
扰有界但上界未知，只需对系统的不确定性设计模

糊自适应控制，减少了控制器设计的复杂性．最后利
用Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定理论证明该方法具有收敛性．以单
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级倒立摆为仿真实例表明方法的合理性与有效性．

图５　在本文控制器下参数θ，ε的估计误差响应曲线
Ｆｉｇ．５　Ｅｓｔｉｍａｔｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆθａｎｄεｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｎｔｒｏｌ

ｌｅｒｏｆｔｈｉｓｔｈｅｓｉｓ
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